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Sur un prim^ipe du maximum dans la théorie du potentiel
Par Nobuyuki Ninomiya 
(Reçu le 4 août, 1961)
Soient K{x, y) et N{x, y) des fonctions positives et continues en a: et 3; dans 
Tespace euclidien ou topologique localement compact qui pourront être + 0 0  en 
X = y, et soit KCx^y) symétrique [_K(Xy y) =K^y, x')'\. Considérons les potentiels 
d’une mesure ^ pris par rapport aux noyaux K  et N
et
U>^ (x) = J Kix, y )d K y ) 
VKx) = S Nix, y )dKy) .
Dans le travail antérieur (£3]), on a étudié le balayage généralisé. Un noyau 
K  est dit satisfaire au principe du balayage ordinaire par rapport au noyau N  
lorsque, étant donnés un compact F  et un point p n’appartenant pas à F^  il existe 
au moins une mesure positive k portée par F  telle que
(1) {x  ^ =  N(Xyp) sur F  sauf un ensemble de K -^diamètre transfini nul,
(2 ) (x) ^  N(x, p) dans tout l’espace.
Alors, on a démontré ([3], § 1) que, si N(Xy y~) est un noyau fini et continu en 
J et JV et si un noyau K  satisfait au principe du balayage ordinaire par rapport 
au noyau N, à tout compact et à toute mesure positive ju, à support compact 
on peut associer une mesure positive /x' portée par F  telle que
(1) U^XX) =  (x) sur F  sauf un ensemble de K-àÏBmètve transfini nul,
(2 ) U^\x') ^  V^(X) dans tout l’espace,
et que, si N{Xj y') est un noyau qui peut être + 0 0  en x= y  mais satisfait au prin­
cipe de continuité, et si un noyau K  satisfait au principe du balayage ordinaire 
par rapport au noyau AT, à tout compact et à toute mesure positive à support 
compact on peut associer une mesure positive 11' portée par F  telle que
(1) (x) =  (x) sur F  sauf un ensemble de (iT-l-iV)-diamètre transfini nul,
(2) U^'(x) ^  (x) dans tout Tespace sauf un ensemble de (iT+A^ )-diamètre 
transfini nul.
Un noyau K  est dit satisfaire au principe du maximum par rapport au noyau N  
lorsque, pour une mesure positive k à support compact F  et un point p n’appar­
tenant pas à Fy l’inégalité
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U (^X) <  NCx, p)
sur F  entraîne la même inégalité dans tout l’espace. Pour qu’un noyau K  satis­
fasse au principe du balayage ordinaire par rapport au noyau N, il faut et il 
suffit qu’il satisfasse au principe du maximum par rapport au noyau N  ([3], §1). 
Dans ce travail, on va donner un énoncé équivalent à ce principe du maximum 
et en donner une extension du principe du maximum de H. Cartan ([1]).
Théorèm e 1. Pour qu'un noyau K  satisfasse au principe du maximum par 
rapport au noyau N, il faut et il suffit qu'on ait la propriété :
Pour une mesure positive I à support compact F  et 
[P ] un point p n'appartenant pas à F, l'inégalité
U (^X) <  K  (x, p)
sur F  entraîne l'inégalité
dans tout l’espace, où est le potentiel de À pris par rapport au noyau 
Nix, y )= N (y , x).
Démonstration. Supposons qu’un noyau K  satisfait au principe du maximum 
par rapport au noyau N, Et supposons que, pour une mesure positive X à support 
compact F  et un point p n’appartenant pas à on a l’inégalité
U K x )^ K (x , p)
sur F, En désignant par e une mesure balayée de la mesure ponctuelle placée 
en un point t sur F, on a
(1) (x) = N(Xy O sur F  sauf un ensemble de iT-diamétre transfini nul,
(2) U^x) ^N(Xy t) dans tout l’espace.
En effet, si le point t n’appartient pas à F, cela est la définition. Si le point t 
appartient à F, cela est dû au travail antérieur ([3], voir Théorème 2). Comme 
/1 est d’énergie finie prise par rapport au noyau K, elle ne charge aucune masse 
positive sur des ensemble de i^ -^diamètre transfini nul. Par suite, on a
F H O  =  5 Nix, t)dKx) = J  U\x)dKx') 
=  5 UKx)de{x) <  5 K{x, p-)de(x) 
= J  K(p, x)di{x) <N (.p, t) = m ,  P) .
Donc, on a la propriété [P], Inversement, supposons qu’on a la propriété [P]. 
Et supposons que, pour une mesure positive À à support compact F  et un point 
P n’appartenant pas à P, on a
U (^X) <  N (x, p)
sur P. Pour tout point t n’appartenant pas à P, soit juq une mesure qui rend
minimum
 ^ I f  Kjx, y)dfx(.y)dfi{x)
U K (.x ,t )d K x )J
parmi toute mesure positive (^0) portée par F. En posant
« = KQx, y) dfx„iy) dtx^ {x) , c =  ^K{x, f) d/noCx)
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et
on a ([2], §1)
(1) U^ix) ^ K ( x ,  t) sur F  sauf un ensemble de iT-diamètre transfini nul,
(2) (x) ^ K ( x ,  O sur le support de e.
Alors, on a d’après la propriété [P ]
Ÿ\x) ^  N(x, t) 
dans tout l’espace. Par suite, on a
C7 (^0 = 5 K (f, x) dX(x) = J K (x, t) dX ix)
^  j  U \x)dX (x) = J U \ x )d s(x )
^  5 N(x, p) ds(x) = V\p) <  m.p, t) = N (t, p) .
Donc, le noyau K  satisfait au principe du maximum par rapport au noyau N,
Rem arque. Le théorème généralise des résultats du travail ([2], § 4).
T héorèm e 2. Si un noyau K  satisfait au principe du maximum par rapport au 
noyau N, pour une mesure positive /jt à support compact F  d'énergie finie prise par 
rapport au noyau K  et une mesure positive p, Vinégalité
U^(X) ^  U\x')
sur F  entraîne Vinégalité
V^(x) ^ V ^x )
dans tout Vespace.
Démonstration, Désignons par e une mesure balayée de la mesure ponctuelle 
placée en un point t sur F, Alors, on a
(1) U^ix') = iV(x, t') sur F  sauf un ensemble de iT-diamètre transfini nul,
(2) (x) ^ N ( x ,  O dans tout l’espace.
Comme ju est d’énergie finie prise par rapport au noyau K, elle ne charge aucune 
masse positive sur des ensemble de üT-diamètre transfini nul. Par suite, on a
F ^ o  = J N(x, t)d(i{x) =  5 U \ x )d K x )
=  J V^(X) de (x) <  [ U \ x)d e(x )
=  J U \x) dv ix) ^  J N ix, t) dvix) =  V \ t)  .
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Dans Tespace euclidien à dimension m (^ 3 ), considérons le potentiel d’une 
mesure ii pris par rapport au noyau d'ordre a
Comme on a déjà connu ([3], §1), le noyau d’ordre a {m —2^a<C^m) satisfait 
au principe du balayage ordinaire par rapport au noyau d'ordre i3 
Naturellement, on a
C o ro lla ire . Dans Vespace euclidien à dimension m ( ^ 3 ) ,  soient a un nombre 
tel que m—2^a<^m , ix une mesure positive à support compact d'énergie finie d'ordre 
a et P une mesure positive quelconque. Si on a Vinégalité
m {x ) <  UXx') 
sur le support de on a Vinégalité
m^x) ^  uiix)
dans tout Vespace pour tout nombre positif 0 —2).
Soulignons que, si on y pose a=^=^m—2, cela revient au principe du maximum 
bien connu de H. Cartan.
Remarque. Un noyau E  est dit satisfaire au principe du balayage inverse 
par rapport au noyau N  lorsque, étant donnés un compact F  et un point p 
n’appartenant pas à F, il existe au moins une mesure positive I portée par F  
telle que
(1) = N{x, p) sur F  sauf un ensemble de K-diamètre transfini nul,
(2) {x) '^ N (x , p) dans tout l’espace sauf un ensemble de K -^diamètre trans­
fini nul.
Lorsqu’un noyau K  satisfait au principe de continuité, pour qu’il satisfasse au 
principe du balayage inverse par rapport au noyau N, il faut et il suffit qu’il 
satisfasse au principe du minimum par rapport au noyau N\ pour une mesure 
positive I à support compact F  et un point p n’appartenant pas à F, l’inégalité
U K x)'^h\x, p)
sur F  entraîne la même inégalité dans tout l’espace ([3], §2). Alors, d’après le 
raisonnement analogue, on aura
Théorèm e T. Soit K  un noyau satisfaisant au principe de continuité. Pour 
qu'il satisfasse an principe du minimum par rapport au noyau N, il faut et il suffit 
qu'on ait la propriété :
Pour une mesure positive À à support compact F  d'énergie 
i P i  finie prise par rapport au noyau K  et un point p n'appartenant pas à F,
r  inégalité
U \ x)'^ K {x , p)
sur F  entraîne Vinégalité
fK x )  2s V(x, p)
dans tout Vespace.
T h é o r è m e  2'. Soit K  un noyau satisfaisant au principe de continuité. S'il 
satisfait au principe du minimum par rapport au noyau N, pour une mesure positive 
/i à support compact F  d'énergie finie prise par rapport au noyau K  et une mesure 
positive V, r  inégalité
U^ix) ^  U \x)
sur F  entraîne Vinégalité
V>^ (.x) ^  ŸXx)
dans tout Vespace.
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